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Des résultats sur I'analyse de Fourier

Des résultats sur I'analyse de Fourier

pour f € L', .
FNO = [ foe (1)
1 +oo .
=5 | FQe e (2)
La dérivation pour f € L, L f e L1,
d .
F(4f) @ =ieF @ )

La reconstruction de Parseval pour f € L?.
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Les imperfections de la transformation de Fourier

Probleme 1 : Localisation

La transformée de Fourier apporte une information sur le contenu
fréquentiel d’un signal, mais pas sur la localisation temporelle des
différentes composantes fréquentielles.
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Figure: Perte de I'information temporelle de la TF
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Les imperfections de la transformation de Fourier

Probleme 2 : Impact des irrégularités

Si I'on prend pour exemple une fonction f a support compact avec
une discontinuité en %y, on a :

ey L T = 10D e,
flo) v T (5)

Ce qui rend instable la reconstruction de f avec I'expression (2)
pour tout t.

On peut donc étre amenés a chercher a apporter une dimension
temporelle a I'information apportée par la transformée de Fourier,
et a se placer sur des intervalles ou le signal étudié est régulier.
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L'exemple : la reconstruction de Heavyside

Time-Domain of 100 * Heaviside(x) Frequency-Domain (Magnitude of FT) Filtered Inverse FT (0-20 Hz) of 100 * Heaviside(x)
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Figure: la fonction temporelle, les gains fréquentiels et la reconstruction de 100. Heavyside

C’ste* Ht o = Cste * §;—
\z{*F(Cste*H)( )| =| < Cstex L9H;_g,t — €' > | = Cste
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La tranformée de Fourier fenétrée

On choisit comme fenétre une fonction g symétrique, et on définit
pour un temps x et une fréquence & réels :

O = [ F0glt - e an (6)
On a également :
+oo R )
Cla,€) = / F(@)i(w — )2 )

Ainsi C(z, &) donne une indication du comportement de f autour
du temps x et de la fréquence &.
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Résolution

On définit I'écart type temporel et fréquentiel de
Gug : t > g(t — )™ normalisée:

+00 +oo
012, 6)? = / (t— 2)?|gue(t) Pdt = / 2lg)Pdt  (8)

—00 —0o0

1 +oo 1 400
ool € = oo [ o ePlinct)lde = 5 [ Plate) P
©)

ot et o, ne dépendent ni de z ni de £. Cela signifie que la
résolution en temps et en fréquence est la méme partout, et
dépend uniquement de I'étalement en temps et en fréquence de la
fonction g initiale.
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L'incertitude et le compromis temps-fréquences

2D plot of cos(ft)
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Figure: STFT sur 100Heavyside

Figure: L'image de (f, t) — cos(ft)

L’incertitude de Heisenberg: % < 010,
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Définition

il —4—

Soit @ > 0, b € R, on définit : g
g g
0 e o —— B
Gaborettes Ondelettes de Morlet
—-b
Cla.b) =< flans >= 1= [ 1) ( dt
C'(a, b) donne une information sur le comportement de f :
m au voisinage de £ = % (information fréquentielle) avec une
résolution 105
a
m au voisinage de ¢ = b (information temporelle) avec une
résolution aoy
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Analyse et synthese

Analyse et synthese

m On introduit la condition C, = f0+oo \§|2% < +00 (g
suffisamment plate en 0)

m Alors on utilise les ondelettes analysantes g, ,(t) = ﬁg (&0)
avec a > 0 et b € R de sorte que :

= Analyse :
Cla,b) = f/f (t_b>dt

1 “+oo +o0o da
=g [ [ cabasnGo

m Plancherel :

1 Foo poo da
2= — b)|2—db
||f||2 Og A L |C(a‘7 )| a2

Distributions et Applications Benjamin, Athanase, Zhan, Tanguy
Théorie des Ondelettes

m Syntheése :



Introduction

o

000

000

Analyse et synthese

Gabor vs Ondelettes de Morlet
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Figure: Limitatons de la TG :
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(a) Sinus a 5 Hz puis sinus a 15 Hz + deux masses de Dirac, (b) module de sa
transformee de Gabor pour s = 0.1, (c) module de sa transformee de Gabor pour s = 0.01

Figure: (a) Sinus a 5 Hz puis sinus a 15 Hz + deux masses de Dirac, (b) module de sa transformee en ondelettes
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Ondelettes complexes

Pour a > 0, b € R, on peut exprimer C’(a,b) 3 partir de f et §:

+oo o +oo )
can = [ .f(t)%g(tab) d= o [ F€)Vag (e

Pour les fonctions f réelles, on a: f(—{) = f*(f)
On construit une ondelette complexe v = g 4+ iG de sorte que:

¥ = 10,4029

G est la transformée de Hilbert: G = Lup (1) xg
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Rappel:

m Résolution en fréquence autour de £/a: %ag
m Résolution en temps autour de t = b: aoy

Echantillonnage: Gazr nagbes M € Zyn € Zyag > 0,bg > 0

Figure 5.8: Time-frequency decomposition using wavelets. 14 / 15
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